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Резюме: Актуальность работы. В настоящее время одним из актуальных направлений теории и 
практики интерпретации потенциальных полей является разработка методов, направленных на изучение 
пространственного распределения плотностей по результатам обработки и интерпретации данных грави-
разведки в заданном объеме геологической среды при минимуме априорной информации об источниках 
поля в заданном объеме при минимуме априорной информации об источниках поля. Цель работы – раз-
работка методов гравитационной томографии на основе аппроксимационного подхода к спектральному 
анализу в гравиметрии, получившего название метода F-аппроксимации. Методы исследования. Раз-
работка алгоритмов и компьютерных технологий спектрального анализана основе аппроксимационного 
подхода в рамках метода линейных интегральных представлений В.Н. Страхова, способов решения систем 
линейных алгебраических уравнений (СЛАУ) большой размерности с использованием теории решения 
некорректных задач. Результаты работы. Рассмотрены вопросы разработки методов гравитационной то-
мографии на основе F-аппроксимации аномального поля силы тяжести, который характеризуется полной 
адекватностью реальной геофизической практике и позволяющий избавиться от различных идеализаций 
(идеализация плоского поля; идеализация границы раздела земля-воздух как бесконечной горизонталь-
ной плоскости; идеализация непрерывного задания того или иного элемента поля на бесконечной гори-
зонтальной плоскости или куске этой плоскости; идеализация задания того или иного элемента поля в 
узлах правильной геометрической сети и др.). Предложены три модификации гравитационной томогра-
фии на основе F-аппроксимации. Первая модификация основана на изучении пространственного рас-
пределения элементов гравитационного поля. В рамках данной модификации на основе F-аппроксимации 
выполняется изучение распределение различных производных аномального гравитационного поля в ниж-
нем и верхнем полупространствах. Вторая модификация заключается в разделении аномального грави-
тационного поля на составляющие, обусловленные источниками, залегающими в пределах существенно 
различающихся по глубине m структурных этажей. В статье рассмотрен вариант разделения аномального 
поля для случая двух структурных этажей. Для данного варианта разработаны алгоритм и компьютерные 
технологии, метод апробирован на модельных и реальных геолого-гравиметрических материалах. Третья 
модификация заключается в нахождении пространственного распределения функции Страхова, являю-
щейся обобщением функции Березкина. Разработан алгоритм и компьютерные технологии расчетов про-
странственного распределения данного показателя и получения пространственного куба данных.
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Abstract: Relevance. Currently, one of the significant directions of the theory and practice for interpreting 
potential fields is the development of methods aimed at studying the spatial distribution of densities from the results 
of processing and interpretation of gravitation prospecting data in a given volume of a geological environment 
with a minimum of a priori information about field sources of a given volume with a minimum a priori information 
about the sources of the field. The aim of the work is to develop methods of gravitational tomography based on the 
approximation approach to spectral analysis in gravimetry, which is called the F-approximation method. Methods. 
Development of spectral analysis algorithms and computer technologies, based on the approximation approach 
in the framework of the method of linear integral representations that was offered by B. N. Strakhov. Methods for 
solving systems of linear algebraic equations (SLAE) of large dimension using the solution theory of ill-posed 
problems. Results. Issues of the development of gravity tomography methods based on the F-approximation 
of the anomalous gravity field, which is characterized by complete adequacy of real geophysical practice and 
allowing to get rid of various idealizations (idealization of a flat field; idealization of the earth-air interface as an 
infinite horizontal plane; idealization of a continuous setting of a particular field element on an infinite horizontal 
plane or a piece of this plane; idealization of the setting another field element at the nodes of a regular geometric 
network, etc.) Three modifications of gravitational tomography based on the F-approximation are proposed. The 
first modification is based on the study of the spatial distribution of the elements of the gravitational field. In the 
framework of this modification, based on the F-approximation, we study the distribution of various derivatives 
of the anomalous gravitational field in the lower and upper half-spaces. The second modification consists in 
dividing the anomalous gravitational field into components due to sources lying within structural floors that 
differ significantly in m depth. The article considers the option of separating the anomalous field for the case of 
two structural floors. For this option, an algorithm and computer technologies have been developed, the method 
has been tested on model and real geological and gravimetric materials. The third modification is to find the 
spatial distribution of the Strakhov function, which is a generalization of the Berezkin function. An algorithm and 
computer technology for calculating the spatial distribution of this indicator and obtaining a spatial cube of data 
have been developed.
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В последние годы активно развивается новое направление в теории и практи‑
ке интерпретации потенциальных полей, связанное с попытками изучения в неко‑
торых частных случаях вертикального распределения плотности по данным гра‑
виразведки [Бабаянц и др., 2004, 2006а,2006б; Блох, 2004; Булах, Левашов, 1987; 
Бычков, 2005; Ващилов, 1995; Вдовина, 2010; Долгаль и др., 2006; Мартышко и др., 
2002; Новоселицкий, 1965; Новоселицкий, Простолупов, 1999; Новоселицкий и 
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др., 2001, 2008; Петрищевский, 2009; Страхов, Керимов, 2001; Страхов и др., 2009; 
Тараканов, 1997; Shirzaii, Ardalan, 2005; Basuyau, Tiberi, 2011; Berkel, Michel, 2010; 
Hsieh, Yen, 2016; Jacob et al., 2018; Liu et al., 2014; Sampietro, Capponi, 2019; Singh, 
2020]. Это направление получило название «гравитационной томографии». Мето‑
ды гравитационной томографии подразделяются на два типа: фильтрационный и 
аппроксимационный. В первом случае тем или иным способом выделяются «раз‑
ноглубинные» составляющие из аномального гравитационного поля, во втором – 
строятся пространственные распределения плотностей , в определен‑
ном приближении отражающие основные элементы структурно-тектонического 
строения геологической среды [Долгаль, Шахримуллин, 2009].

Томография (от греческих слов tоmos –часть, слой и grapho – пишу, черчу, ри‑
сую) представляет собой способ исследования геологических структур, позволя‑
ющий получать их послойное отображение. В разведочной геофизике широко ис‑
пользуется метод сейсмической томографии, позволяющий получать дополнитель‑
ную геологическую информацию. Обзор существующих методов гравитационной 
томографии приведен в статье А. С. Долгаля и А. Ф. Шархимуллина [Долгаль, Шах‑
римуллин, 2009].

Одним из первых использованием методов гравитационной томографии было 
в работе Ю. Я. Ващилова [Вацилов, 1995], который представил результаты послой‑
ного изучения плотностной структуры земной коры и верхней мантии на глубинах 
20, 30, 40 и 60 км. По мнению Ю. Я. Ващилова, «массовая интерпретация аномалий 
силы тяжести в классе трехмерных блоковых моделей источников возмущения по‑
зволяет получить величины относительных изменений плотности в горизонтальном 
направлении» [Вацилов, 1995]. Однако сама идея послойного изучения простран‑
ственного распределения геоплотностных неоднородностей при интерпретации 
гравитационного поля была выдвинута значительно раньше в работе В. М. Ново‑
селицкого об определении плотности горизонтального слоя, в которой задача сво‑
дится к интегральному уравнению Фредгольма первого рода [Новоселицкий, 1965]. 
Впоследствии Е. Г. Булахом для этого предложено использование аппроксимацион‑
ного подхода [Блох, 2004]. В гравиразведке с середины прошлого векашироко из‑
вестны глубинные характеристики трансформаций по И. Г. Клушину, рассчитанные 
для точечной массы и предназначенные для приближенной оценки интервалов глу‑
бин размещения источников. В 80‑х гг. XX века Е. Г. Булах с соавторами разработан 
метод последовательного накопления и разрастания масс, позволяющий осущест‑
влять построение геоплотностных разрезов и срезов изучаемого объема среды при 
минимуме априорной информации о возмущающих объектах, являющийся по сути 
«томографическим» методом [Булах, Левашов, 1987].

К методам фильтрационной томографии относится метод векторного скани‑
рования, разработанный под руководством В. М. Новоселицкого и реализованный 
в компьютерной технологии VECTOR. Система VECTOR базируется на устойчи‑
вом вычислении векторов горизонтальных градиентов, их обработке, трансформа‑
циях и последующем интегрировании трансформант. Эффективность технологии 
VECTOR подтверждена многочисленными результатами ее практического исполь‑
зования при решении широкого круга геологических задач, в том числе при поис‑
ках и разведке месторождений углеводородов [Долгаль и др., 2009; Новоселицкий, 
Простолупов, 1999; Новоселицкий и др., 2001; Новоселицкий и др., 2008]. Приме‑
ром аппроксимационной томографии является технология разделения источников 
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гравитационного поля по глубине, разработанная под руководством П. С. Мартыш‑
ко [Мартышко и др., 2002]. В последние годы появляется все больше примеров 
успешного решения разнообразных геологических задач на основе гравитационной 
томографии. Особо стоит упомянуть о результатах, полученных ГНПП «Аэрогео‑
физика» при использовании пакета программ СИГМА-3D. В частности, говорится 
о том, что «применение интерпретационной томографии показало ее достаточно 
высокую эффективность в самых разнообразных геологических условиях: Москов‑
ская синеклиза, Прикаспий, Полярный Урал, Западная Сибирь и т.д.» [Бабаянц, 
2006а; Бабаянц и др., 2004].

Различные вопросы теории и практики гравитационной томографии опублико‑
ваны в работах П. С. Бабаянца, Ю. И. Блоха, Е. П. Вдовиной, А. С. Долгаля, Ю. А. Та‑
раканова и др. [Бабаянц и др., 2004, 2006а,2006б; Блох, 2004; Булах, Левашов, 1987; 
Бычков, 2005; Ващилов, 1995; Вдовина, 2010; Долгаль и др., 2006; 1‑10, 16‑25 Мар‑
тышко и др., 2002; Новоселицкий, 1965; Новоселицкий, Простолупов, 1999; Ново‑
селицкий и др., 2001, 2008; Петрищевский, 2009; Страхов, Керимов, 2001; Страхов 
и др., 2009; Тараканов, 1997; Shirzaii, Ardalan, 2005]].

Как было упомянуто выше в гравитационной томографии выделяются два под‑
хода – фильтрационный и аппроксимационный. Гравитационная томография на ос‑
нове аппроксимационного подхода имеет следующие преимущества:

•	 использование минимума априорной информации об источниках гравитаци‑
онного поля;

•	 отсутствие трудоемких процедур построения начального приближения, ис‑
пользующихся в классических методах интерпретации;

•	 разделение интерпретируемого гравитационного поля на составляющие, об‑
условленных влиянием разноглубинных геологических слоев;

•	 использование вычислительных алгоритмов, допускающих обработку боль‑
ших объемов исходной информации;

•	 возможность построения различных вариантов пространственных распре‑
делений геоплотностных неоднородностей в исследуемом объеме среды;

•	 возможность визуализации результативных интерпретационных построе‑
ний в виде информационного куба.

Ниже рассматривается метод гравитационной томографии на основе ап‑
проксимационного подхода к спектральному анализу в гравиметрии (метод 
F-аппроксимации). Метод F-аппроксимации разработан в рамках метода линейных 
интегральных представлений В. Н. Страхова, полностью адекватен реальной гео‑
физической практике и позволяет избавиться от различных идеализаций (идеали‑
зация плоского поля; идеализация границы раздела земля-воздух как бесконечной 
горизонтальной плоскости; идеализация непрерывного задания того или иного эле‑
мента поля на бесконечной горизонтальной плоскости или куске этой плоскости; 
идеализация задания того или иного элемента поля в узлах правильной геометри‑
ческой сети и др.). Данный метод апробирован на большом количестве модельных 
и реальных геолого-гравиметрических материалах и показал эффективность при 
решении различных интерпретационных задач [Керимов, 2003, 2009а, 2009б; Стра‑
хов В. Н., Керимов, 2001; Страхов и др., 2009]:

•	 F-аппроксимация является информационным базисом гравиметрии и магни‑
тометрии. Восстановление значений потенциальных полей в узлах регулярной сети 
с учетом разновысотности исходных и результативных точек (3D интерполяция).
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•	 Исключение искажающего влияния аномального вертикального градиента 
при пересчете наблюденного поля на горизонтальную плоскость или любую задан‑
ную поверхность.

•	 Фильтрация помех, нарушающих гармонический характер наблюденного 
потенциального поля.

Как известно задача построения F – аппроксимационной конструкции аномаль‑
ного гравитационного поля вариационной постановкой сводится к решению СЛАУ:

	 Azλ = fδ , 	 (1)

в которой:
λ – N-вектор с компонентами λi (множители Лагранжа),
fδ – N-вектор с компонентами fi,δ,
А- (N×N) – матрица со свойством

	 A = AT ≥ 0	 (2)

и элементами .
Формула для вычисления элементов матрицы А выглядит в следующем виде:

	  	 (3)

где

	 ,	

	 .	

На основе решения СЛАУ находятся множители Лагранжа (компонента iλ ), 
используя которые можно восстановить поле, как в исходных пунктах, так и в лю‑
бых заданных точках. Это позволяет редуцировать поле, заданное на нерегулярной 
и разновысотной сети на горизонтальную плоскость, а также выполнить пересчет 
элементов гравитационного поля в верхнее и нижнее полупространство.

1. Изучение пространственного распределения 
элементов гравитационного поля

Выражение для первой, второй и третьей вертикальной производной гравита‑
ционного потенциала имеют следующий вид:

	 	 (4)

	 	 (5)

	 .	 (6)

Приведенные выше формулы (4-6) могут быть использованы для пересчета поля 
силы тяжести и его производных на заданный уровень h как на нерегулярной, так 
и на регулярной сети. Метод нахождения трансформант аномального гравитацион‑
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ного поля на основе F-аппроксимации апробирован на широком классе модельных 
и фактических гравиметрических данных, показал высокую эффективность и точ‑
ность решения такого класса задач [Керимов, 2003, 2009а, 2009б; Страхов В. Н., Ке‑
римов, 2001; Страхов и др., 2009]. Для изучения пространственного распределения 
элементов гравитационного поля в двухмерном варианте строятся серии графиков 
Wz, Wzz и Wzzz для различных высот hi, а также разностные графики:

	 ΔWz =Wz (hi) – Wz (hi-1)	 (7)

	 ΔWzz =Wzz (hi) – Wzz (hi-1)	 (8)

	 ΔWzzz =Wzzz (hi) – Wzzz (hi-1)	 (9)

В 3D варианте соответственно строятся кубы указанных выше элементов гра-
витационного поля. Полученные данные используются как для качественной и ко-
личественной геологической интерпретации. Данный метод имеет ограничение в 
части пересчета элементов гравитационного поля в нижнее полупространство.

2. Разделение гравитационных аномалий на основе 
F-аппроксимации

Метод F-аппроксимаций элементов внешнего аномального гравитационного 
поля может быть применен для решения проблемы разделения полей, а именно – 
полей источников, залегающих в пределах существенно различающихся по глубине 
m структурных этажей. Рассмотрим вопрос разделения гравитационных аномалий 
на основе F-аппроксимации для случая m=2, т.е. когда предполагается, что априор‑
но известна «двухэтажность» в расположении источников аномальных полей, т.е. 
существование двух таких плоскостей :

	 	 (10)

что носитель источников аномального поля T может быть представлен в следу‑
ющем виде:

	 	 (11)

где

	 	 (12)

Иначе говоря, определенная часть источников аномального поля принадлежит 
горизонтальному слою, ограниченному плоскостями  (сверху) и  
(снизу), а остальные источники располагаются в полупространстве, ограниченном 
сверху поверхностью . В этой ситуации разделение полей источников в T1 
и T2 выполняется с использованием суммы интегральных представлений:

	 	 (13)

при этом для каждой  и  выписывается свое представление соот‑
ветствующим интегралом Фурье. N-векторы с компонентами  и  
находятся из решения соответствующих 2‑х СЛАУ:

	 	 (14)

где матрицы  имеют элементы, описываемые форму‑
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лой (3). На заключительном этапе вычисляются компоненты поля от каждого слоя. 
Данная методика апробирована на модельных и реальных геолого-гравиметриче‑
ских материалах.

Методика разделения аномальных полей на основе F-аппроксимации была 
апробирована на следующем модельном примере. Размер площади 35 км×50 км. 
Общее количество расчетных гравиметрических пунктов составляет 6000, сеть не‑
регулярная. Схема размещения сети и рельеф земной поверхности на данном участ‑
ке аналогичны предыдущему модельному участку. Для данного участка было также 
рассчитано модельное гравитационное поле, обусловленное 8 призматическими те‑
лами. На данном участке модельные тела располагаются на двух ярусах, в интер‑
валах глубин 1.5‑2.5 км и 5.0‑8.0 км. Модельное поле имеет достаточно сложный 
характер и представлено на рис. 1.

Для данного модельного участка ранее была выполнена F-аппроксимация с ис‑
пользованием представления вида (10-14) при H1=1.5 км и H2=4.5 км. Результаты 
аппроксимации были использованы для аналитического продолжения в верхнее и 
нижнее полупространства и нахождения горизонтальных и вертикальных произ‑
водных различного порядка. С целью разделения гравитационных аномалий, об‑
условленных телами, расположенными в различных структурных этажах для этого 
модельного участка была построена F-аппроксимация. На рис. 2 приведена карта 
гравитационного поля по результатам F-аппроксимации.

Среднеквадратическая ошибка аппроксимации составляет в данном случае 
0.013 мГал. Достаточно высокая точность аппроксимации подтверждается также 
анализом разностного гравитационного поля для данного участка. На рис. 3‑4 при‑
ведены карты расчетного гравитационного поля и аномального гравитационного 
поля, полученного с использованием описанной выше методики разделения полей, 
соответственно для первого структурного этажа (интервал глубин 1.5‑4.5 км).
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Рис.1. Модельное гравитационное поле
Fig. 1 Model gravitational field

Рис.2. Гравитационное поле
по результатам F-аппроксимации

Fig. 2. Gravitational field according to the results 
of F-approximation
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Рис.3. Модельное гравитационное поле
(интервал глубин 1.5‑4.5 км)

Fig. 3. Model gravitational field (depth interval 
1.5‑4.5 km) 

Рис. 4. Гравитационное поле
по результатам F-аппроксимации  

(интервал глубин 1.5‑4.5 км)
Fig. 4. The gravitational field according to the 
results of the F-approximation (depth interval 

1.5‑4.5 km) 
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Рис. 5. Модельное гравитационное поле
(глубины >4.5 км)

Fig. 5. Model gravitational field
(depths> 4.5 km) 

Рис. 6. Гравитационное поле
по результатам F-аппроксимации

(глубины >4.5 км)
Fig. 6. Gravity field according to the results of the 

F-approximation (depths> 4.5 km)
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На рис. 5‑6 приведены карты расчетного гравитационного поля и аномального 
гравитационного поля, полученного с использованием описанной выше методики 
разделения полей, соответственно для второго структурного этажа (глубины >4.5 
км). Анализ этих карт показывает в целом на эффективность данного подхода при 
разделении полей.

3. Нахождение пространственного распределения 
функции Страхова

Предлагается для решения задач гравитационной вычислять следующую функ‑
цию, которая является обобщением функции Березкина. Данную функция предла‑
гается именовать функцией Страхова:

	 	 (15)

где

	 	 (16)

	 	 (17)

Метод вычисления функции Страхова позволяет избежать ограничений пере‑
счета в нижнее полупространство. По данной методике разработан алгоритм и ком‑
пьютерная программа. В настоящее время выполняются тестовые расчеты на мо‑
дельных и реальных гравиметрических примерах.

Выводы

Результаты апробирования алгоритмов и программ аппроксимационного под‑
хода к спектральному анализу гравитационных и магнитных аномалий на модель‑
ных и фактических гравиметрических и магнитометрических данных позволяют 
сделать следующие выводы:

1.	 Результаты исследований подтверждают теоретические выводы об эффектив‑
ности аппроксимационного подхода к спектральному анализу (F-аппроксимация) 
гравитационных.

2.	 Метод F-аппроксимации является высокоэффективными способами анали‑
тической аппроксимации гравимагнитных полей и рельефа земной поверхности.

3.	 Алгоритмы и программы F-аппроксимации являются эффективным инстру‑
ментом обработки и интерпретации гравиметрических и магнитометрических дан‑
ных, заданных на неравномерной и разновысотной сети.

4.	 На основе метода F-аппроксимации разработаны три модификации гра‑
витационной томографии: пересчетэлементов гравитационного поля в верхнее и 
нижнее полупространства; разделение аномального гравитационного поля от раз‑
ных структурных этажей; нахождение пространственного распределения функции 
Страхова.
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5.	 Метод гравитационной томографии, основанный на изучении 3D распреде‑
ления функции Страхова, рассчитанной на основе F-аппроксимации исходного гра‑
витационного поля, является наиболее перспективным.
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