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В статье исследуется взаимосвязь различных вариантов метода линейных интегральных представ-
лений. Комбинированные аппроксимации рельефа и геопотенциальных полей позволяют осуществить 
более тонкую «настройку» метода при решении обратных задач геофизики и геоморфологии, а также 
наиболее полно учесть априорную информацию о высотных отметках и элементах аномальных полей. 
Приводится описание методики нахождения численного решения обратной задачи по поиску распреде-
лений эквивалентных по внешнему полю носителей масс. Обсуждаются результаты математического экс-
перимента.

Ключевые слова: аппроксимация, регуляризация, комбинированные методы, интегральные пред-
ставления, погрешность

В последние годы была разработана новая теория построения аналитических 
аппроксимаций аномальных гравитационных и магнитных полей на основе метода 
линейных интегральных представлений В.Н. Страхова [Керимов, 2003, 2009а, б, 
2011а; Страхов, 1995; Страхов, Керимов, 2001; Страхов и др., 2002, 2009; Стра-
хов, Степанова, 2002а, б]. Для потенциалов аномального гравитационного и ано-
мального магнитного полей в качестве соответствующих линейных интегральных 
представлений были предложены следующие модификации: • представление ин-
тегралом Фурье (F-аппроксимация); • представление суммой потенциалов просто-
го и двойного слоев на заданной поверхности S (S-аппроксимация). Две версии 
метода S–аппроксимаций (локальная и региональная), F- и R-аппроксимации яв-
ляются вариантами метода линейных интегральных представлений; основные ха-
рактеристики этого метода изложены в более ранних работах авторов [Керимов, 
2003, 2009а, б, 2011а, б; Страхов, 1995; Страхов, Керимов, 2001; Страхов и др., 
2002, 2009; Страхов, Степанова, 2002а, б и др.]). Алгоритмы и компьютерные тех-
нологии F-аппроксимации были разработаны И.А. Керимовым, а S-аппроксимации   
И.Э. Степановой [Страхов и др., 2009]. 

Ниже рассмотрены две аппроксимационные конструкции использования мето-
да линейных интегральных представлений (МЛИП): нахождение спектров Фурье 
элементов аномальных потенциальных полей (F-аппроксимация) и представление 
элементов аномальных потенциальных полей с помощью основной формулы тео-
рии гармонических функций (S-аппроксимация).

В рамках метода S-аппроксимаций известная компонента гравитационного 
поля аппроксимируется суммой простого и двойного слоев, распределенных на не-
которой совокупности областей (в локальном случае ими являются горизонтальные 
плоскости, в региональном – сферы или сфероиды). В методе F-аппроксимаций 
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элементы аномальных потенциальных полей представляются интегралом Фурье, а 
R-аппроксимации получаются при так называемом лучевом преобразовании.

Методы F-, R- и S-аппроксимаций позволяют получить решение, с помощью 
которого можно эффективно строить линейные трансформанты поля, а также ис-
пользовать его в качестве нулевого приближения для решения нелинейной обрат-
ной задачи по локализации источников.

В данной работе представлены результаты построения аналитических аппрок-
симаций аномального гравитационного поля и рельефа в локальном варианте с 
использованием системы прямоугольных декартовых координат. При этом суще-
ственным является тот факт, что S–, F–, R-аппроксимации тесно связаны друг с 
другом. Возникает идея применить все три описанных ранее в работах авторов ва-
рианта метода линейных интегральных представлений совместно с целью постро-
ения более качественных моделей геоида и аномальных геопотенциальных полей. 
R-аппроксимации применяются по той причине, что они позволяют «просвечи-
вать» неизвестные источники, находить неизвестные характеристики объекта по 
интегральной информации о нем. Метод R–аппроксимаций особенно полезен при 
решении задач сейсмической томографии, при обработке больших объемов данных 
профильной съемки и т.п.

Интегральные представления аномальных потенциальных полей (т.е. гармони-
ческих в некоторых областях пространства истокообразно представимых функций) 
весьма тесно связаны друг с другом. Если рассмотреть выражения для элементов 
матрицы в методе S-аппроксимаций (формула 5), то можно сделать вывод, что пре-
образование Радона приводит к точно такой же системе линейных алгебраических 
уравнений, как и S-аппроксимация в локальном варианте, но с представлением ис-
комого элемента поля в виде потенциала простого слоя. Что нам дает тесная связь 
преобразования Радона и S-аппроксимаций элементов аномальных полей и функ-
ций, описывающих рельеф земной поверхности? Такая зависимость различных 
интегральных преобразований друг от друга позволяет по найденному решению 
СЛАУ определять важные характеристики изучаемой геологической среды: мы мо-
жем осуществить лучевое преобразование данных наблюдений и выявить особен-
ности строения земной коры вдоль интересующих нас направлений. Можно вычис-
лять среднее значение лучевого преобразования элемента поля в заданной точке и 
т.п. Таким образом, мы получаем возможность восстановить 3D-среду, т.е. решить 
задачу, аналогичную задачам компьютерной томографии.

В работах [Раевский, Степанова, 2015а, б] был предложен модифицированный 
метод S-аппроксимаций, который позволяет находить более устойчивые прибли-
женные решения обратных задач геофизики и геоморфологии. Этот метод приме-
нялся при проведении расчетов, описанных в настоящей работе. 

Компьютерные технологии

Алгоритмы построения аппроксимационных конструкций аномального грави-
тационного и аномального магнитного полей, основанные на представлении инте-
гралом Фурье (F-аппроксимация) и суммой простого и двойного слоев на заданной 
поверхности S (S-аппроксимация) опубликованы в ряде работ [Керимов, 2011а; 
Страхов, Керимов, 2001; Страхов и др., 2009; Страхов, Степанова, 2002а]. Компью-
терные технологии построения аппроксимационных конструкций обоих типов, а 
также использования полученных аппроксимаций для решения некоторых задач 
гравиметрии и магнитометрии подразделяются на три этапа. 
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Первый этап – формирование элементов матрицы А. На этом этапе форми-
руется матрица А. Предварительно с использованием программ сортировки и вы-
борки из исходных пунктов исключается определенное количество (Nконтр) пунктов 
наблюдений. 

Как было показано выше задача построения F– или S-аппроксимационной кон-
струкции вариационной постановкой сводится к решению системы линейных алге-
браических уравнений (СЛАУ):

dλ f=A  ,                                                                  (1)
в которой:

λ  – N-вектор с компонентами iλ  (множители Лагранжа), 

df  – N-вектор с компонентами d,if , 

А – (N×N) – матрица со свойством 

0AA T ≥=                                                                   (2)

и элементами , Nqp ≥≤    ,1 .
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Для вычисления диагональных элементов матрицы (для случая, когда p=q) ис-
пользуется следующее выражение:
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Второй этап – решение СЛАУ. Решение СЛАУ является основной вычисли-
тельной проблемой при построении аппроксимационных конструкций на основе 
линейных интегральных представлений. В последние годы В.Н. Страховым разра-
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ботана новая теория регуляризации СЛАУ, основные положения которой изложены в 
большой серии работ [Страхов, 2012; Страхов и др., 2009 и др.]. Эти методы решения 
СЛАУ реализованы Страховым А.В. в пакете прикладных программ П-СППМ для 
СЛАУ с симметрической положительно полуопределенной матрицей и приближен-
но заданной правой частью. Для решения СЛАУ использовались следующие про-
граммы: S-1 (модифицированный классический метод регуляризации для систем 
с симметрическими положительно полуопределенными матрицами – метод М.М. 
Лаврентьева); S-5 (усовершенствованный В.Н. Страховым метод регуляризации 
разложения Холецкого); S-6 (итерационный метод В.Н. Страхова) [Керимов, 2011а; 
Страхов, 1995; Страхов и др., 2009]. Отличительной особенностью всех перечислен-
ных выше методов является введение усреднения пробных решений. В настоящей 
статье для решения СЛАУ наряду с перечисленными используется также регуля-
ризованный итерационный трехслойный метод Чебышева с применением блочно-
го метода контрастирования. Описание метода можно найти в работах [Раевский, 
2016; Степанова и др., 2016].

Третий этап – восстановление поля и нахождение его трансформант
F-аппроксимация. На данном этапе используя значения действительной A(u,v) и 

мнимой B(u,v) частей комплексного спектра Фурье и значений компонент iλ  векто-
ра λ  множителей Лагранжа, вычисленных путем решения СЛАУ c использованием 
перечисленных выше программ, вычисляются значения поля и его трансформант.

S-аппроксимация. Программы  MATPS2CON.for, MAVPS2N.for  позволяют на-
ходить аналитическое продолжение полей, вычислять производные полей и нахо-
дить элементы матрицы при использовании В1. При запуске обе эти программы 
запрашивают имя файла (его следует вводить в кавычках: ‘a1.dat’, например, в кото-
ром содержатся необходимые параметры). Примеры файлов – ‘matgr36sum.txt’ для 
MATPS2CON.for и ‘mavgr3ib6.txt’ для MAVPS2N.for.

Модельный пример № 1. 
Аппроксимация гравитационного поля модифицированным 

методом S–аппроксимации

Ниже приведены результаты расчетов на модельном примере в локальном ва-
рианте. Рассматривается область протяженностью 60 км по осям OX и OY. Рельеф 
относительно спокойный. В качестве аномалиеобразующих объектов выбрано 11 
торов. Глубоко залегающее тело 11 создает дополнительный фон, осложняющий 
наблюденное поле, а некоторые объекты (6,7) выходят за границы исследуемой тер-
ритории, что обеспечивает дополнительное затруднение при решении СЛАУ. 

К вычисленному полю if  в заданных пунктах рельефа искусственно добавля-
лась помеха Nifi ≤≤1,d , таким образом, что 0355.0=EE ffd . Сеть нерегуляр-
ная, общее количество гравиметрических пунктов N=90601. Модельное аномаль-
ное гравитационное поле и карта изолиний рельефа представлены на рисунке 1.

В рамках модифицированного метода S-аппроксимаций аномальное поле ап-
проксимировалось суммой простого и двойного слоев, распределенных на двух 
плоскостях, залегающих на глубинах 0,9 и 2,5 км соответственно. СЛАУ решалась 
параллельным алгоритмом регуляризованного итерационного трехслойного метода 
Чебышева с применением блочного метода контрастирования (P-BCM) и без его 
применения (P-CH). Вычисления проводились с использованием ресурсов супер-
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компьютера «Ломоносов» НИВЦ МГУ [Раевский, Степанова, 2015а, б, 2016; Сте-
панова, 2009а, б]. 

Минимальное число процессоров, при котором решалась система, равняется 
100. Все трансформанты поля найдены с высокой степенью точности: коэффициент 
корреляции θ  при построении всех трансформант больше 0,9. Разница Δ между 
теоретически заданным и аппроксимированным элементом даже при вычислении 
второй вертикальной производной относительно невысокая по сравнению с пре-
дыдущими примерами. Аналитические продолжения поля вниз и вверх остаются 
устойчивыми. 5 
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a) рассчитанное по модели; б) полученное с помощью S-аппроксимации. 
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Рис. 3. Модельный пример №1.  

Вертикальная производная гравитационного поля zzW :  
a) теоретическая; б) полученная с помощью S-аппроксимации 
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Построение аналитической аппроксимации рельефа на основе F-аппроксимации 

Построение аналитических аппроксимаций функции  213 ,  следует выполнять 
методом линейных интегральных представлений, исходя из следующего фундаментального 
факта: функция, непрерывная (либо даже из более общего класса L2(-,+) функций, с 
суммируемым квадратом на плоскости переменных (1,2)) на произвольной горизонтальной 
плоскости (плоскости переменных  21, ) может рассматриваться как предельные значения 
некоторой функции трех переменных  321 ,,  , гармонической в полупространстве 03  , 
верхнем к заданной горизонтальной плоскости. 

В качестве интегральных представлений функции  213 ,  могут использоваться, 
основанные на представлении интегралом Фурье. Построение аналитической аппроксимации 
функции  213 ,  в конечном итоге редуцируется к решению СЛАУ с симметричной 
положительно полуопределенной матрицей А размерности  nn , где n  есть число точек на 
S с известными координатами  321 ,,  , использованных для построения аналитической 
аппроксимации. 

Пусть в N точках заданы (в декартовой системе координат 3210  ) приближенные 
значения высот )(

,3
i
  некоторых точек      Niii ...,,2,1,, 21  . Принимается, что 

 
)(

3
)(

3
)(

,3
iii    ,       (6) 

где 
)(

3
i  – точные значения высот,  

)(
3

i – погрешности в задании высот, и что координаты     ii
21 ,   заданы точно.  

Принимается, что априорно известны константы в неравенствах 

Рис. 3. Модельный пример №1.  

Вертикальная производная гравитационного поля zzW : 
a) теоретическая; б) полученная с помощью S-аппроксимации

Модельный пример №2.
Построение аналитической аппроксимации рельефа на основе 

F-аппроксимации

Построение аналитических аппроксимаций функции ( )213 ,ξξξ  следует выпол-
нять методом линейных интегральных представлений, исходя из следующего фун-
даментального факта: функция, непрерывная (либо даже из более общего класса 
L2(-∞,+∞) функций, с суммируемым квадратом на плоскости переменных ( )21,ξξ ) 
на произвольной горизонтальной плоскости (плоскости переменных ( )21,ξξ ) может 
рассматриваться как предельные значения некоторой функции трех переменных 

( )321 ,, ξξξ , гармонической в полупространстве 03 <ξ , верхнем к заданной горизон-
тальной плоскости.

В качестве интегральных представлений функции ( )213 ,ξξξ  могут использо-
ваться, основанные на представлении интегралом Фурье. Построение аналитиче-

ской аппроксимации функции ( )213 ,ξξξ  в конечном итоге редуцируется к решению 
СЛАУ с симметричной положительно полуопределенной матрицей А размерности 

( )nn× , где  есть число точек на S с известными координатами ( )321 ,, ξξξ , использо-
ванных для построения аналитической аппроксимации.

Пусть в N точках заданы (в декартовой системе координат 3210 ξξξ ) приближен-

ные значения высот )(
,3
i
dξ  некоторых точек ( ) ( )( ) Niii ...,,2,1,, 21 =ξξ . Принимается, что

)(
3

)(
3

)(
,3

iii dξξξ d += ,                                                            (6)
где

)(
3

iξ  – точные значения высот, 

δ )(
3

iξ – погрешности в задании высот, и что координаты ( ) ( )( )ii
21 , ξξ  заданы точно. 



43Геология и геофизика Юга России, № 3, 2018

Принимается, что априорно известны константы в неравенствах

7 
 

 
 2

max
2

3
2
min0        (7) 

и что 
  0, zz  ,        (8) 

где  
3  – N-вектор помехи (с компонентами Nii ...,,2,1,)(

3  ),  
)(

3
i  – N-вектор полезного сигнала (с компонентами Nii 1,)(

3 ).  
 
По указанным данным требуется построить аналитическое представление функции  213 ,  в 
форме интеграла Фурье. 

Элементы матрицы А для F-аппроксимации рельефа вычисляются в элементарных 
функциях:  

 

2/32)(
2

)(
2

2)(
1

)(
1

2, ))()(4(
2

jijijia





 .   (9) 

 
Для линейной аппроксимации   yxz a ,~  на основании интеграла Фурье получаем 

соответствующее интегральное представление, при этом интегралы также вычисляются в 
элементарных функциях: 
 


 


N

i
jiji

ijjj

1
2/32)(

2
)(

2
2)(

1
)(

1
2

)(
2

)(
1

)(
3 ))()(4(

2),(~




    (10) 

 
Для оценки точности аппроксимации рельефа поверхности Земли интегралом Фурье на 

реальных топографических материалах были использованы данные по высотным отметкам 
по Сибирской площади, описанной выше. Всего было использовано 2721 точек. F-
аппроксимации рельефа были получены с различными параметрами ε = 0,05, 0,10 и 0,20 м. 
Полученные СЛАУ решались с использованием описанных выше программ S-1, S-5 и S-6, а 
также использовались значения множителей Лагранжа, полученные как средние 
арифметические по трем методам. Полученные результаты (относительные и 
среднеквадратические погрешности) представлены в таблице 1. Оценка сходимости 
различных методов решения СЛАУ представлена в таблице 2. 
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Для оценки точности аппроксимации рельефа поверхности Земли интегралом 
Фурье на реальных топографических материалах были использованы данные по 
высотным отметкам по Сибирской площади, описанной выше. Всего было ис-
пользовано 2721 точек. F-аппроксимации рельефа были получены с различными 
параметрами ε = 0,05, 0,10 и 0,20 м. Полученные СЛАУ решались с использова-
нием описанных выше программ S-1, S-5 и S-6, а также использовались значения 
множителей Лагранжа, полученные как средние арифметические по трем методам. 
Полученные результаты (относительные и среднеквадратические погрешности) 
представлены в таблице 1. Оценка сходимости различных методов решения СЛАУ 
представлена в таблице 2.
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Рис. 4. Модельный пример №2 

Карта рельефа земной поверхности по результатам F-аппроксимации 
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Рис. 5. Модельный пример №2 

Карта разностного рельефа земной поверхности 
 
Модельный пример № 3  
Построение аналитической аппроксимации рельефа совместной S-, F-аппроксимацией 
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Выводы

Результаты апробирования алгоритмов и программ аппроксимационного подхо-
да к спектральному анализу гравитационных и магнитных аномалий и построению 
аналитических аппроксимаций с помощью основной формулы теории гармониче-
ских функций на модельных и фактических гравиметрических и магнитометриче-
ских данных позволяют сделать следующие выводы:
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1. Результаты исследований подтверждают теоретические выводы об эффективно-
сти аппроксимационного подхода к спектральному анализу (F-аппроксимация) 
гравитационных и магнитных аномалий и к построению аппроксимаций с по-
мощью суммы простого и двойного слоев (S-аппроксимация).

2. Методы F– и S-аппроксимации, модифицированный метод S-аппроксимации, 
а также метод совместной S–, F-аппроксимации являются высокоэффективны-
ми способами аналитической аппроксимации гравимагнитных полей и рельефа 
земной поверхности.

3. Разработанные алгоритмы и программы являются эффективным инструментом 
обработки и интерпретации гравиметрических и магнитометрических данных, 
заданных на неравномерной и разновысотной сети.

4. Использованные методы и компьютерные программы решения СЛАУ (моди-
фицированный метод М.М. Лаврентьева, модифицированный метод Холецкого 
и итерационный метод В.Н. Страхова) имеют достаточно высокую сходимость 
между собой.

5. Для нахождения устойчивых решений больших СЛАУ (N ≥ 10000) целесоо-
бразно использовать регуляризованный итерационный трехслойный метод Че-
бышева с применением блочного метода контрастирования.
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