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Резюме: Актуальность работы следует из необходимости  решения проблемы более точного прогно-
за возможности возникновения стартового землетрясения для случаев различного механического строе-
ния литосферных плит. Целью проведенных исследований явилось решение задачи оценки прочностных 
свойств берегов тектонического разлома литосферных плит при применении новых математических ме-
тодов. Разрушения берегов разломов вблизи основания являются причиной стартовых землетрясений. 
Методы работы. Изучается тот случай, когда разлом формируется в результате встречного приближения 
торцов  гранитных фрагментов литосферных плит находящихся на базальтовом основании на границе 
Конрада, или образуется в результате изгибного разрушения плиты при субдукции. В процессе исследо-
вания применяется новый прогрессивный математический аппарат – метод блочного элемента, позволя-
ющий аналитически получать высокоточные решения граничных задач, недоступных для анализа иными 
методами. Результатом исследования явилась разработка нескольких математических подходов, специ-
ально разработанных авторами для исследования и решения поставленных задач. Прежде всего, впервые 
начала строго математически разрабатываться теория контактных задач с деформируемыми штампами в 
дополнение к случаям абсолютно жестких штампов. Во-вторых, создан новый универсальный метод мо-
делирования, позволяющий решения векторных граничных задач для систем дифференциальных уравне-
ний в частных производных, описывающих материалы сложных реологий, представлять разложенными 
по решениям отдельных скалярных граничных задач. В процессе построения теории контактных задач с 
деформируемыми штампами возникают новые неизвестные функционалы, определение которых необхо-
димо для решения проблемы. С помощью новых методов в работе доказана возможность получения со-
отношений, позволяющих оценивать степень опасности разрушения разлома, поскольку удается получить 
все недостающие для этого параметры.
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Abstract: The relevance of the work follows from the need to solve the problem of a more accurate predic-
tion of the possibility of a starting earthquake for cases of various mechanical structures of lithospheric plates. 
The aim of the research was to solve the problem of assessing the strength properties of the shores of the tec-
tonic fault of lithospheric plates when applying new mathematical methods. The destruction of the fault banks 
near the base is the cause of the initial earthquakes. Methods. The case is studied when the fault is formed as a 
result of the oncoming approach of the ends of granite fragments of lithospheric plates located on a basalt base 
at the Conrad boundary, or formed as a result of flexural plate destruction during subduction. In the process of 
research, a new progressive mathematical apparatus is used – the block element method, which allows analyti-
cally obtaining high-precision solutions to boundary value problems that are not available for analysis by other 
methods. The result of the study was the development of several mathematical approaches specially developed 
by the authors for the study and solution of the tasks. First of all, the theory of contact problems with deformable 
stamps began to be developed strictly mathematically for the first time in addition to cases with absolutely rigid 
stamps. Secondly, a new universal modeling method has been created that allows solutions of vector boundary 
value problems for systems of partial differential equations describing materials of complex rheologies to be 
decomposed according to solutions of individual scalar boundary value problems. In the process of constructing 
the theory of contact problems with deformable stamps, new unknown functionals arise, the definition of which 
is necessary to solve the problem. With the help of new methods, the possibility of obtaining ratios that allow us 
to assess the degree of danger of fracture destruction is proved in the work, since it is possible to obtain all the 
missing parameters for this.
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Введение

В работе впервые исследуется проблема оценки прочностных свойств разломов 
тектонических плит. Изучается тот случай, когда разлом формируется в результате 
встречного приближения торцов гранитных фрагментов литосферных плит, нахо‑
дящихся на базальтовом основании на границе Конрада.

В процессе исследования применяется новый прогрессивный математический 
аппарат – метод блочного элемента, позволяющий аналитически получать высо‑
коточные решения граничных задач, недоступных для анализа иными методами. 
Исследование подобной задачи, в предположении моделирования гранитных фраг‑
ментов пластинами Кирхгофа, привело к обнаружению «стартовых землетрясе‑
ний», единственных, которые возможно прогнозировать. Эти землетрясения возни‑
кают не в связи с взаимодействием между торцами литосферных плит, а по причине 
возникновения сингулярной концентрации контактных напряжений сблизившихся 
литосферных плит на основании. Такая концентрация напряжений, всегда вызыва‑
ет разрушение среды и возникает при всех, как вертикальных, так и горизонталь‑
ных, перемещениях литосферных плит. Землетрясения вызывают в реальных зонах 
эпицентров такие же подвижки дневной поверхности, как и расчетные. Результаты 
опубликованы в ведущих зарубежных журналах. Стартовые землетрясения обна‑
ружены при моделировании литосферных плит пластинами Кирхгофа. Встает во‑
прос о стартовых землетрясениях при замене моделей Кирхгофа плитами линейной 
теории упругости, описываемыми уравнениями Ламе, а также материалами иных 
реологий. Для исследования этих вопросов разработано несколько математических 
подходов, позволяющих преодолеть возникшие сложности. Строго математически 
разрабатывается теория контактных задач с деформируемыми штампами в допол‑
нение к случаям с абсолютно жесткими штампами и создан новый универсальный 
метод моделирования. Метод позволяет решения векторных граничных задач для 
систем дифференциальных уравнений в частных производных, представлять раз‑
ложенными по решениям  отдельных скалярных граничных задач. Вместе с послед‑
ними опубликованными результатами это позволяет получать все недостающие для 
оценки состояния разломов  параметры.

К применению методов механики в решении проблемы прогноза сейсмичности 
призывал директор Института физики Земли АН СССР, академик Г.А. Гамбурцев. 
Он писал [Гамбурцев, 1982]: « Изыскание методов прогноза времени землетрясений 
следует направить в первую очередь в сторону поиска механических предвестников 
землетрясений. Такие поиски могут быть успешными только в том случае, если они 
будут основываться на глубоком изучении всех деталей механизма быстрых и мед‑
ленных движений блоков земной коры сейсмоактивных районов». Метод блочного 
элемента также не случаен в проводимых исследованиях. Следующему директору 
Института физики Земли АН СССР, академику М.А. Садовскому [Садовский и др., 
1987] принадлежит утверждение о невозможности прогноза землетрясений, осно‑
вываясь лишь на слоистом строении коры Земли, необходимо учитывать реально 
существующие блочные модели. Именно эти рекомендации выдающихся ученых, 
глубоко понимающих тонкости проблемы, побудили авторов провести исследова‑
ние одной из механических моделей. Заметим, что геофизики всегда стремились к 
применению глубоких математических методов в своих исследованиях. 

Достаточно сказать, что даже выдающийся математик, лауреат Нобелевской пре‑
мии Л.В. Канторович также заинтересовался проблемой прогноза землетрясений, 
развив теорию, основанную на вероятностном подходе [Канторович и др., 1970]. 
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Вероятностные методы для прогноза землетрясений совершенствуются в по‑
следнее время в [Zavyalov, 2016]. Можно отметить глубокие исследования гео‑
физиков Северного Кавказа проблемы сейсмичности и прогноза, внесших замет‑
ный вклад в эту отрасль науки и добившихся мирового признания [Заалишвили и 
др., 2021; Chernov et al., 2020; Чотчаев и др., 2021]. Различные подходы и методы 
приведены в многочисленных публикациях [Reid, 1910; Gutenberg, Richter, 1954; 
Rice, 1982; Ide, Berosa, 2001; Di Toro, 2011; Passelegue, Goldsby, 2014; Freed, 2005; 
Bouchon et al., 2013; Blanpied et al., 1991; Babeshko et al., 2016, 2018; Mitchell et al., 
2013, 2015].

Исследованию коровых землетрясений, возникающих в связи с внутренними 
процессами в коре Земли посвящена монография [Добровольский, 2009]. В ней дан 
обзор подходов и взглядов разных исследователей на процесс подготовки землетря‑
сений и их протекание.  Автором предпринята попытка применения механических 
методов для решения проблемы прогноза. Она содержит ряд механико‑математиче‑
ских исследований разрушения деформируемого материала в связи с образованием 
неоднородностей, возникающих при больших деформациях в линейных и нелиней‑
ных постановках. Особую значимость в этой монографии имеют обзоры различных 
исследователей в проблеме прогноза землетрясений. И.П. Добровольскому в моно‑
графии [Добровольский, 2009] принадлежит изречение, которое является наиболее 
близким к обнаружению стартовых землетрясений и сформулировано именно в год 
начала разработки теории блочного элемента. Говоря о стадиях подготовки земле‑
трясений, он пишет, стр. 131: «Стадия асейсмичного состояния сменяется фазой 
консолидации, на которой два блока (отдельности) входят в относительно прочное 
зацепление, образуя консолидированную область или неоднородность…». По мне‑
нию авторов, в достаточно полном описании всех стадий подготовки корового зем‑
летрясения, автор не проверил стадию процесса сближения блоков при создании 
зацепления. Так получилось в связи с тем, что теории блочного элемента в то время 
не было и точно решить эту контактную задачу с деформируемыми штампами – 
сблизившимися литосферными плитами, не удалось. Это не дало возможности точ‑
но выяснить наличие сингулярной концентрации контактных напряжений в зоне 
сблизившихся литосферных плит до зацепления, хотя численно многие наблюдали 
рост напряжений (рис. 1).
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Построенная авторами математически точная модель сближения литос‑
ферных плит привела к новым результатам, опубликованным в ведущем жур‑
нале в области механики [Babeshko et al., 2016, 2018]. Новым строго матема‑
тическим методом, разработанным авторами и названным методом  блочного 
элемента, была изучена модель сближения полубесконечных литосферных 
плит, а точнее, гранитных фрагментов литосферных плит, торцами, образую‑
щими разлом (рис. 2). Фрагменты литосферных плит находятся на базальтовом 
основании, на границе Конрада. Разломы не являются сплошными, вплоть до 
астеносферы, иначе, благодаря спредингу, магма просачивалась бы по ним до 
поверхности, что не имеет места. Цельное базальтовое основание принуждает 
магму искать выход в зонах вулканов. Как установлено американскими уче‑
ными [Mitchell et al., 2013, 2015], гранит при 600°C начинает оплавляться и 
скользит по базальту.
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2013, 2015], гранит при 600°C начинает оплавляться и скользит по базальту. 
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В выполненных исследованиях [Babeshko et al., 2018] получена и обоснована 
модель, позволяющая выявлять момент разрушения среды, возникшими по кра‑
ям разлома в зоне контакта литосферных плит с основанием сингулярными кон‑
центрациями контактных напряжений. Разрушения начинаются как только меж‑
ду торцами полубесконечных литосферных плит исчезает расстояние, но они не 
воздействуют друг на друга. Поэтому землетрясение названо «стартовым», так 
как происходит раньше корового, вызываемого взаимодействием торцов плит. 
В зоне эпицентра землетрясения методом блочного элемента осуществлен рас‑
чет по полученным теоретическим результатам [Babeshko et al., 2018], показы‑
вающий вертикальную подвижку на дневной поверхности. Там же приводится 
подвижка реально произошедшего в Спитаке землетрясения (рис. 3). Это видно 
на примере обычных ножниц, разрезающих ткань или бумагу. Когда их ножны 
сближены, процесс успешен, когда разведены, разрезать трудно.
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Fig. 3. The calculated behavior of the surface displacement and the fracture ledge in the zone of the 
maximum overfault in the area between Spitak and the village of Gekhasar after the Spitak earthquake

Однако, для точной оценки прочностного состояния берегов разломов литос‑
ферных плит, в подходе, примененном в работах [Babeshko et al., 2018] оставался 
неопределенным функционал решения. Он не влиял на качественные характеристи‑
ки решения, однако, для правильной количественной оценки прочностного состоя‑
ния берегов разломов, этого недостаточно. Выяснилось, что для решения проблемы 
определения функционалов требуется разработать теорию контактных задач для 
случая деформируемых штампов. Ранее была разработана эта теория для случая 
абсолютно твердых штампов [Галин, 1980; Ворович, Бабешко, 1979]. В более ран‑
ней работе авторов поставлена и получено точное решение контактной задачи для 
отдельного деформируемого штампа, описываемого граничной задачей для уравне‑
ний Гельмгольца. В ней показано, каким образом определяются возникающие при 
этих исследованиях функционалы. В настоящем исследовании рассматривается 
более сложная проблема совместного взаимодействия двух полубесконечных ли‑
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тосферных плит, описываемая граничными задачами для уравнения Гельмгольца, 
в которых также возникают функционалы, требующие определения. В этой работе 
впервые показано, что и при совместном действии деформируемых штампов на по‑
верхность, все функционалы возможно определить. Этот результат, с применением 
нового универсального метода моделирования, позволяет получать решение этой 
задачи для плит, состоящих из материалов сложной реологии [Бабешко и др., 2021]. 
Именно такую реологию имеют реальные литосферные плиты, фрагменты которых 
могут изменяться в зоне Беньофа в процессе субдукции.

Постановка задачи

Ниже представлено краткое изложение формирования подобных моделей и 
показано, что они позволяют получать недостающие параметры предыдущих под‑
ходов. Это дает возможность более точно получать прочностные характеристики 
берегов разлома на предмет наблюдения за их поведением.

В связи с наличием приливных притяжений кора земли, как многослойная ли‑
нейно деформируемая среда, находится в условиях вибрации, описываемой функ‑
цией e-iωt. Считаем, что вертикальные внешние воздействия на многослойную 
среду характеризуются такой же временной функцией. Исключая эту функцию 
из уравнений и граничных условий, приходим к стационарной граничной задаче. 
На ее верхней границе вводится декартова система координат, таким образом, что 
ось ox3 направлена по внешней нормали, остальные оси ox1, ox2 лежат в касатель‑
ной плоскости. Предполагается, что в областях A 1 2x A x( , )-W - ¥ £ £ - £ ¥  
и A 1 2A x x( , )W £ £ ¥ £ ¥  находится простейшая модель литосферной плиты, 
описываемая граничной задачей для дифференциальных уравнений Гельмгольца.
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Применив в уравнении (1) преобразование Фурье по координате 2x
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приходим к одномерной граничной задаче с параметром 2α .
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Параметр 2α  в дальнейшем, ради краткости, опускается, хотя во всех 
функциях он присутствует, и возврат к нему произойдет по формулам (7) после 
решения следующей одномерной граничной задачи:

2 2 2 2 2
1 1 1 1 2

2 2
1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1 1 1 1

1 1 1

A A A

A A A

A A A A A A

A A

( x k ) ( x , ) g ( x ), ( x A ), k p
( x k ) ( x ) g ( x ), ( A x , )
g ( x ) q ( x ) t ( x ), g ( x ) q ( x ) t ( x ),
( x ) ( x ), g( x ) g( x ), ( x ) ( A ), x A,

( x ) ( A ), x A, ( x ) ( A

− − −

− − −

−

∂ + ϕ = Ω −∞ ≤ ≤ − = − α

∂ + ϕ = Ω ≤ ≤ ∞
= − = −

ϕ = ϕ = ϕ = ϕ ± → ±
ϕ = ϕ − → − ϕ = ϕ 1

 
), x A,→

              (3)

В качестве литосферой плиты, моделированной уравнением Гельмгольца, 
можно рассматривать мембрану, допускающую представление в виде фрактала 
– упакованного блочного элемента, участвующего в описании решений сложных 
векторных граничных задач [Бабешко и др., 2021]. Она имеет внешнее воздействие, 
как по границе, описываемое функциями φ(A) и φ(-A), так и на поверхности. Считаем, 
что qA и q-A являются контактными напряжениями, действующими на мембрану со 
стороны многослойной среды, а tA и t-A являются внешними давлениями сверху. 

Метод исследования

Для исследования построим упакованные блочные элементы, порождаемые 
граничной задачей (3). Для этого можно применить метод, детально изложенный в 
[Babeshko et al., 2018].

В результате его применения строятся внешние формы для каждой граничной 
задачи, которые принимают вид:
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Здесь приняты обозначения преобразований Фурье строчных букв заглавными
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i x( ) ( x )e dx
∞

α
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Φ α = ϕ∫
С помощью построенных внешних форм, перемещения мембраны можно 

представить упакованными блочными элементами в виде [Babeshko et al., 2018]:
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Связь между граничными напряжениями и перемещениями на поверхности 
упругой среды, на которой находится литосферная плита, имеет вид:
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где K(α1) – четная аналитическая функция комплексного переменного α1, в 

частности, мероморфная, ее примеры приведены в многочисленных публикациях, 
например, в [Ворович, Бабешко, 1979].

В случае многослойной среды функция K(α1) является мероморфной, имеющей 
счетное число нулей и полюсов. Им свойственно асимптотическое поведение вида:

( ) ( )0 5 1 1 1 1 0ir( s . )( o ), s , z ir m( o ), s , r consts mξ = + + →∞ = + →∞ = >

В динамическом случае при достаточно большой частоте ω  появляется 
конечное число вещественных нулей и полюсов. В этом случае в представлении 
ядро интегрального уравнения описывается интегралом, берущимся по контуру, 
имеющему вид
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Контур γ  совпадает с вещественной осью всюду, кроме зон вещественных 

полюсов, которые обходятся им по полуокружностям малого радиуса [Ворович, 
Бабешко, 1979].

Балансы перемещений поверхности многослойной среды и мембран представим 
в форме:

1 1 1r r ru ( x ) ( x ), xϕ= ∈Ω

В преобразованиях Фурье получаем соотношения:
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Из этих соотношений можно видеть, что наряду с требуемыми для определения  
неизвестными преобразованиями Фурье контактных напряжений 1( )AQ α  и 1( )AQ− α , 
свойственными контактным задачам с абсолютно жестким штампом, в правых ча‑
стях у функций 1( )AS α  и 1( )AS− α  появляются неизвестные функционалы ( )AQ k  и 

( )AQ k− − . Это новое свойство возникло в связи с решением контактной задачи с 
деформируемым штампом. Без определения этих параметров, найти точные оценки 
поведения контактных напряжений в этих задачах нет возможности.

Для решения поставленной проблемы составим в преобразованиях Фурье урав‑
нение перемещения всей поверхности многослойной среды с учетом обоих кон‑
тактных зон, а также бесконтактной зоны. Оно имеет вид:

2 2 1
1 1 1 1 1 1( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )AÀ A ÀK Q W K Q k S S− + − − +

− −+ + = − +α α α α α α                             (4)
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С учетом аналитических свойств функций, сведем его к обобщенному уравне‑
нию Винера‑Хопфа, приняв обозначения:

1 1 1 1 1 1 1( ) ( ), ( ) ( ) ( ), ( ) ( )A A A A A A A AQ Q S S Q Q S S− − + +
− − − −≡ ≡ ≡ ≡α α α α α α α .

Знак плюс означает регулярность аналитической функции комплексного пере‑
менного в верхней полуплоскости, а минус – в нижней. Здесь в (4) 
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штампом. Без определения этих параметров, найти точные оценки поведения контактных 
напряжений в этих задачах нет возможности. 

Для решения поставленной проблемы составим в преобразованиях Фурье 
уравнение перемещения всей поверхности многослойной среды с учетом обоих 
контактных зон, а также бесконтактной зоны. Оно имеет вид: 
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Знак плюс означает регулярность аналитической функции комплексного 

переменного в верхней полуплоскости, а минус – в нижней. Здесь в (5) 1( )W   – 
преобразование Фурье перемещения свободной от внешних воздействий зоны 
поверхности, находящейся между зонами контакта r , r A, A   . 

Соотношения (4) представляют обобщенные функциональные уравнения типа 
Винера-Хопфа относительно неизвестных 1 1 1( ), ( ), ( )A AQ Q W 

    , а также функционалов 
( )AQ k  , ( )AQ k , входящих в правые части уравнений. Для их исследования и нахождения 
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Из этих соотношений можно видеть, что наряду с требуемыми для определения  
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Здесь использовано обозначение, заимствованное из [Ворович, Бабешко, 1979]: 
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Под интегралами справа находятся аналитические функции, поэтому интегральные 

операторы в правой части описываются интегралами Дирихле.  
Опуская достаточно громоздкие выкладки, связанные со способами решения 

интегральных уравнений, изложенными в [Ворович, Бабешко, 1979], получаем 
следующее представление их решений. 
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Здесь функции  1mnM   имеют интегральное представление и зависят только от 

известных заданных  функций внешних воздействий. 
Отсюда, полагая в первом соотношении 1 k  , а во втором, 1 k   , получаем 

однозначно разрешимую систему двух алгебраических уравнений, приведенную к виду: 
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Из нее находятся оба функционала AQ ( k )  и AQ ( k )  , представимые в форме: 
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Под интегралами справа находятся аналитические функции, поэтому инте‑
гральные операторы в правой части описываются интегралами Дирихле. 

Опуская достаточно громоздкие выкладки, связанные со способами решения 
интегральных уравнений, изложенными в [Ворович, Бабешко, 1979], получаем сле‑
дующее представление их решений:
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( ) ( ) ( )
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Q ( ) M Q ( k ) M Q ( k ) M

Q ( ) M Q ( k ) M Q ( k ) M

α α α α

α α α α
−

− −

= + − +

= + − +
                           (6)

Здесь функции ( )1mnM α  имеют интегральное представление и зависят только 
от известных заданных  функций внешних воздействий.

Отсюда, полагая в первом соотношении 1 kα = , а во втором, 1 kα = − , получаем 
однозначно разрешимую систему двух алгебраических уравнений, приведенную к 
виду:
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Из нее находятся оба функционала AQ ( k )  и AQ ( k )− − , представимые в форме:
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После внесения их значений в правые части соотношений (6), получим пред‑

ставления (6) преобразований Фурье контактных напряжений 1AQ ( )α , 1AQ ( )α− в 
форме, свободной от функционалов.

Вспоминая формулу (2), значения двумерных контактных напряжений оконча‑
тельно можно представить в виде:

1 1 2 2

1 1 2 2

1 2 1 2 1 22

1 2 1 2 1 22

1
4

1
4

i( x x )
A A

i( x x )
A A

q ( x ,x ) Q ( , )e d d ,

q ( x ,x ) Q ( , )e d d

α α

α α

α α α α
π

α α α α
π

− +

− +
− −

=

=

∫ ∫

∫ ∫
                        (7)

В соответствии с разработанной в [Бабешко и др., 2021] теорией, построенные 
формулы для контактных напряжений могут использоваться для исследования 
описанных контактных задач с моделями литосферных плит, представленными 
материалами более сложных реологий, термоупругими, электроупругими и другой 
сложности [Заалишвили и др., 2017]. Возникающие при решении соответствующих 
функциональных и интегральных уравнений функционалы будут определяться по 
изложенной в настоящей статье схеме.

Результаты работы и их обсуждение

Как отмечено выше, модель стартовых землетрясений выявляет математически 
строго событие, когда литосферные плиты полностью сблизились. В этом случае 
в зоне сближения возникает бесконечная концентрация напряжений, описываемая 



Geology and Geophysics of Russian South 12 (2) 2022 Геология и геофизика Юга России64

сингулярностью 1x−  [Babeshko et al., 2018]. Разумеется, в реальности, такая концен‑
трация напряжений не достижима, так как разрушение среды произойдет раньше. 
Именно сближение берегов разлома, замеченное В.И. Уломовым, позволило точно 
предсказать землетрясение [Уломов и др., 2002]. Настоящее исследование является 
шагом к учету, как способности деформироваться литосферных плит разной реоло‑
гии, так и оценке концентрации контактных напряжений под литосферными пли‑
тами при наличии различной дистанции между их торцами. В работе исследована 
ответственная задача о применимости к решению этой проблемы универсального 
метода моделирования [Бабешко и др., 2021] что доказывается возможностью опре‑
деления всех параметров, функционалов, в этой модели.

Выводы

Если в более ранней статье рассмотрены случаи отдельных деформируемых 
штампов, то в настоящей работе изучается применение разработки к конкретной 
задаче сейсмологии, где совместно рассматриваются два деформируемых штампа. 
Можно пытаться решать смешанную граничную задачу с литосферными плитами 
из материалов сложной реологии, однако в таком случае решение будет крайне 
громоздким со множеством функционалов и требованием факторизации матрицы‑
функции. Переход к описанному в настоящей статье подходу, делает эту задачу 
гораздо более простой и разрешимой [Бабешко и др., 2021].
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