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Представлены модель, алгоритм и программный расчет нелинейного отклика среды на заданное воз-
мущение для двухслойного полупространства. Теоретический подход основан на использовании функции 
Грина. Проведен анализ зависимости спектров синтетических акселерограмм от параметра нелинейности 
и частоты входного сигнала. Предложенная модель в полной мере учитывает физическую нелинейность: 
во-первых, нелинейную связь «напряжение-деформация», во-вторых, нелинейное затухание среды в за-
висимости от уровня деформации. Программный продукт может использоваться при прогнозировании 
нелинейного отклика грунта на ожидаемое расчетное землетрясение.
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Введение

В настоящее время исследование нелинейного отклика грунта при сейсмических 
воздействиях – один из наиболее важных и сложных вопросов физики разрушения, 
инженерной сейсмологии и, в частности, сейсмического микрорайонирования.

Большинство урбанизированных территорий расположены на «мягких» осадоч-
ных грунтах, поведение которых при интенсивных воздействиях определяется в 
значительной мере их нелинейными свойствами.

При анализе поведения грунтов различают физическую, геометрическую и кон-
структивную нелинейности. Физическая нелинейность характеризуется нелиней-
ной зависимостью между компонентами обобщенных напряжений и деформаций 
и характеризует поведение грунта в упругопластической области. Геометрическая 
нелинейность возникает, когда перемещения грунта вызывают значительное изме-
нение его геометрии, вследствие этого уравнения равновесия приходится состав-
лять с учетом изменения формы и размеров колеблющейся толщи. Неучтенными 
остаются нелинейные свойства реальных материалов.

В физически нелинейных задачах отсутствует прямая пропорциональность 
между напряжениями и деформациями. Грунт подчиняется нелинейному закону 
деформирования. Закон деформирования может быть и несимметричным – с раз-
личными пределами сопротивления растяжению и сжатию. Это явление т. н. «бимо-
дульности» наблюдается на поверхности грунтовой толщи на «мягких» или слабых 
грунтах [Заалишвили, 2009].

В связи со сложностью и неоднозначностью результатов большинство подобных 
задач на исследуемых реальных грунтах решается лабораторными и натурными ин-
струментальными методами [Габеева, Заалишвили, 2005; Заалишвили, 1996, 1997, 
2014а, 2014б, 2014в]. При этом предварительно формируются карты инженерно-
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геологического районирования территории, являющиеся основой таких исследо-
ваний [Заалишвили и др.. 2012, 2013а]. Другим возможным путем решения задачи 
является использование баз данных сильных движений [Заалишвили и др., 2013б]. 
Это позволяет напрямую решать рассматриваемую задачу и определять сейсмиче-
скую опасность территории [Zaalishvili, Rogozhin, 2011].

С целью прогноза возможных потерь на основе учета уязвимости территории 
далее производится оценка ее сейсмического риска [Заалишвили и др., 2014]. По-
следовательность рассмотренных этапов обеспечивает геофизическую инженер-
ную сейсмозащиту застройки [Заалишвили, Кранцфельд, 2014].

С другой стороны, при инструментальных исследованиях, когда могут деталь-
но изучаться реальные грунты и их поведение, особенности сейсмического воз-
действия часто невозможно реализовать. В то же время расчетные исследования 
позволяют с высокой степенью достоверности моделировать любые воздействия, 
наблюдающиеся при реальных землетрясениях. Это обуславливает использование 
совокупности инструментальных, расчетных и инструментально-расчетных мето-
дов и способов при прогнозе поведения грунтов при сильных сейсмических воз-
действиях.

Расчеты параметров сейсмических колебаний на поверхности грунта или точнее 
грунтовой толщи необходимы для определения спектров отклика, динамических 
напряжений и деформаций конкретных участков грунта, которые могут вызвать его 
нестабильное поведение, последующее повреждение и разрушение зданий.

1. Реологическая модель грунта

Пусть имеем слой грунта с нелинейными свойствами (0 ≤ z ≤ h) и подстилаю-
щий слой (z > h), представляющий собой упругое полупространство с линейными 
упругими свойствами. Упругое полупространство характеризуется скоростью рас-
пространения поперечных волн E

sv  и плотностью ρE. Пусть поверхностный слой 
характеризуется аналогичными параметрами: vn и ρn.

В модели рассматривается воздействие только поперечных волн, так как именно 
с ними связывают разрушительные последствия землетрясений. В частности, на 
границу раздела грунта z = h (вязкоупругий слой) действует падающая поперечная 
SH-волна, распространяющаяся в вертикальном направлении с частотой fh. Нели-
нейная зависимость «напряжение-деформация» для вязкоупругой среды представ-
лена в виде (модель Кельвина-Фойгта):

 ( ) ( )γγηγγτ +=G , (1)

где τ – касательное напряжение, γ – деформация, γ – скорость деформации, G – 
модуль сдвига, η – вязкость.

Модуль сдвига G может определяться через известный гиперболический закон 
по Хардин-Дрневичу:

  (2)

G0 характеризует наибольшее значение модуля сдвига, γ0 =
0

max

G
τ

, maxτ – предельно 

допустимое значение напряжения, α – параметр нелинейности (определяется по 
типу грунта)
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Параметр нелинейности α характеризует степень убывания модуля сдвига и 
определяет нелинейное поведение грунта при больших значениях напряжений. 
Обычно за параметр α принимают 1/γ0 (как это видно из формулы 2). При α = 0 дан-
ная модель, учитывающая нелинейность среды, становится адекватной линейному 
закону связи «напряжение-деформация».

Введем вспомогательную нелинейную функцию ( )
γα

γα
γϕ

+
=

1
. Тогда G(γ) = G0 

[1-φ(γ)]. Таким образом, последовательные значения данной функции будут харак-
теризовать степень убывания модуля сдвига.

Для математического описания степени затухания β(γ) воспользуемся другим 
представлением Хардин-Дрневича:

 ( ) ( ) ( ) ( ) ( )γϕβγβγβγ
β
γβ

mm
m G

G
G

G
=








−==+

00

1,1  или ( ) [ ] ( )γϕβββγβ 00 −+= m , (3)

где параметр 0β соответствует значению затухания при нулевой деформации, а 
mβ  характеризует нелинейное затухание в условиях интенсивной нагрузки.

Пусть γ = γ(z,t) и τ = τ (z,t) (t – временная координата). Применим к равенству (1) 
преобразование Фурье:

 .  (4)

Тогда

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )fzfzjfzGfz ,,,, γηωτ += , (5)

 ( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( ) ( ) ( )[ ] .0,,
2

,,,, 00
0

0 ≠−+=−= ωϕββδβ
ω

ηϕδ fzf
G

fzfzfGfzG m  (6)

Учитывая равенства (5) – (6), получим следующие выражения

 ( ) ( ) ( )[ ] ( )fzfzGfzGfz ,,,, 0 γϕτ ∆−= , (7)

 ( ) [ ]( ).21,21 00000 βββ −−=∆+= mjGGjGG  (8)

Знак «◦» означает операцию свертки по переменной f.
Таким образом, выражения (1) – (8) являются математическим описанием пред-

ставленной модели грунта.

2. Динамическая модель грунта

В качестве основного уравнения математической модели, описывающей пове-
дение грунтовой толщи с течением времени, используется одномерное уравнение 
движения:
 , (9)

ρ –плотность грунта, a – ускорение.
Введем функцию смещения u = u(z,t). Тогда уравнения (9) и (1) в терминах функ-

ции u = u(z,t) перепишется в следующем виде
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В предыдущих работах [Заалишвили, Туаева, 2002; Заалишвили, Тотиева-Туа-
ева, 2010; Заалишвили и др., 2005; 2009; Туаева, 2005; Zaalishvili, et al., 2008] мо-
дель (10) – (11) реализована методом конечных разностей (при определенных на-
чальных и граничных условиях). При этом использовались данные базы сильных 
движений Геофизического института ВНЦ РАН. В процессе расчетов применялись 
разные схемы приближений, был проведен анализ зависимостей расчетных (синте-
тических) нелинейных акселерограмм от различных параметров поверхностного 
слоя грунта (коэффициентов затухания, мощности грунтовой толщи, скоростей рас-
пространения поперечных волн). Вычислительный эксперимент показал, что при 
работе с базой данных сейсмических записей конечно-разностный метод:

1) неустойчив при изменении параметра нелинейности α, а также при измене-
нии в большом диапазоне скоростей поперечных волн;

2) не учитывает сейсмические (акустические) характеристики грунта нижнего 
подстилающего слоя.

В настоящей работе осуществлена программная реализация аналитического 
решения, основанного на использовании функции Грина, где указанная проблема 
решена.

Приведенное ниже решение использует аппарат дифференциальных уравнений 
и технику преобразования Фурье.

а) Решение линейной модели. Применим преобразование Фурье к (6), тогда 
получим уравнение:

 , (8)

где

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )fzfz
z
ufzHfzHGfz

z
uGfz ,,,,,,, 0 ϕτ 

∂
∂

=∆−
∂
∂

=
.

Пусть 
0

~
G
G∆

=β , тогда

 ( ) ( ) ( )



 −
∂
∂

= fzHfz
z
uGfz ,~,, 0 βτ .  (9)

С учетом (9) уравнение (8) перепишется

 [ ],~2
2

2

uFuk
z
u

=+
∂
∂  (10)

где .

Частное решение уравнения (10) ищется методом последовательных приближе-
ний. Причем за нулевое приближение берется решение соответствующего линейно-
го об однородного уравнения (при 0=F ):
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 0~
0

2
2
0

2

=+
∂
∂ uk

z
u

. (11)

Как известно из теории дифференциальных уравнений, общее решение уравне-
ния (11) представимо в виде

 ( ) ( ) ( ) zkjzkj efBefAfzu
~

0

~

00 , −+= . (12)

Для определения частного решения, иначе говоря, для определения коэффици-
ентов ( ) ( )fBfA 00 ,  нужны два граничных условия. Примем

1) на свободной поверхности (z=0) ( ) 0,00 =fτ ; тогда
( ) ( ) ( ) ( ) ( )fBfAfBkjfAkj
z

fu
0000

0 0~~,0
=⇒=−=

∂
∂

;

2а) на глубине z=h задано спектральное смещение

( ) ( ) ( ) ( ) zkjEzkjEE EE efBefAfhufhu
~~

0 000
,, −+== ,

( )E
E

E j
c

k βω
−= 1 , Eβ – соответствующий среде коэффициент затухания; или

2б) на глубине z=h: ( ) ( )fhfh E ,,
00 ττ = ; ( ) ( )

.
,, 00

0 z
fhu

G
z

fhuG
E

E ∂

∂
=

∂
∂

В результате подстановки граничных условий 2а) – 2б) в (12), опуская выклад-
ки, получаем решение для линейной модели:

 ( ) ( )
( ) [ ] zkhkjhkR

hkR
efARfzu

hkjE E ~cos~sin~cos~
~cos1~1

~2,
22

~

0
0 −

−+
= , (13)

где
( )( )

2
0

0

0 1
1

~
~

~
β

ββ
ρ
ρ

+
−−

== E

nn

EEEE j
c
c

kG
kGR .

б) Решение нелинейной модели ui (i=1,2,3…). Функция Грина Gf (z; z0) рассма-
триваемой задачи есть фундаментальное решение, удовлетворяющая уравнению:

( )fzzGk
z
G

f
f ,~

0
2

2

2

−=+
∂

∂
δ

и представляемая в виде [7]

  (14)

Будем искать решение исходного нелинейного уравнения (10) в виде .
0
∑
=

=
i

k
ki uu

Пусть первое приближение частного решения (10) u1 удовлетворяет следующе-
му равенству:

[ ]0
2

2

2

1

1 ~ uFuk
z
u p

p

=+
∂

∂
.

Второе и последующие приближения:
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[ ] [ ]21
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2 ~
−− −=+

∂

∂
ii

p
p

uFuFuk
z
u

i

i , i = 2,3,…

Тогда, как известно, частное решение неоднородного уравнения (10) предста-
вится в виде:

Что касается общего решения (10), то для каждого приближения оно определя-
ется равенством

 ( ) ( ) ( ) zkj
i

zkj
i

H
i efBefAfzu

~~
, −+= . (15)

Окончательно, имеем

( ) ( ) ( )fzufzufzu H
i

p
ii ,,, += .

Коэффициенты уравнения (15) ( ) ( )fBfA ii ,  находятся аналогично тому, как это 
было сделано в случае линейного приближения, только для напряжения использу-
ется представление (9). В силу присутствия свертки функций в правой части (9) для 
коэффициентов ( )fAi  получается система алгебраических уравнений с эрмитовой 
матрицей, которая решается методом Гаусса. Приближения .iu вычисляются до тех 
пор, пока [ ] [ ] ε≤− −− 21 ii uFuF , где  

Численная реализация проведена в среде программирования MathLab 6.5. Рас-
четы показывают достаточность трех итераций для достижения заданной точности ε.

3. Результаты численных расчетов

В качестве входного сигнала была использована функция смещения на глубине 
h=60 [Bonnet, Heitz, 1995]:

( ) ( ) ( ) 2

2
1

2

00










 −
−














−











 −
= p

p

t
tt

p

p e
t

tt
utu

π

π , constu =0 ,

где pt  – период сигнала.
Входные данные: коэффициент u0= 0.5, частота воздействия fh = 0,33, pt = 1/ fh, 

скорость распространения поперечных волн в подстилающем упругом полупро-
странстве E

sv = 1500 м/с2 и плотность ρE = 2200 кг/м3, vn = 240 м/с2 и ρn = 1200 кг/м3, 
0β  = 0,02, Eβ = 0,02, mβ = 0,25 (рис. 1).

При анализе спектров колебаний на поверхности грунтового слоя вычисли-
тельный эксперимент показал, что при увеличении параметра нелинейности α на-
блюдается уменьшение первого пика амплитуды и увеличение второго, то есть при 
бόльших параметрах осуществляется бόльшая «перекачка» спектральной площади 
(при уменьшении первого пика соответственно увеличивается второй пик) (рис. 3).

Рассмотрим сигналы u0 (t) с различными частотами и установим зависимость 
поведения спектра нелинейного отклика от частоты входного сигнала. Ниже пред-
ставлены графики ускорений (входной сигнал) на глубине h = 60 и с коэффициентом 
u0 = 1, параметром нелинейности α = 2000, а также расчетных спектров ускорений 
отклика на поверхности z = 0 при различных преобладающих частотах воздействия 
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Рис. 1. Входной сигнал: а) – смещение, б) – ускорение.
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Рис. 3. Спектры ускорений при различных α.
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Рис. 2. Расчет ускорений на поверхности z=0 
с параметром нелинейности α=2000
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NM – нелинейное моделирование).
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fh (рис. 4). Как и в предыдущих графиках красная линия соответствует линейной 
модели, черная – нелинейной.

Значения fh были взяты из таблицы модельных входных параметров, получен-
ных с помощью аналитической аппроксимации записей сильных движений вблизи 
разломов [Mavroedis et al., 2003]. Данный теоретический подход к моделированию 
сильных движений основан на использовании функции Грина динамической тео-
рии упругости, которая представляет собой функцию смещения грунтовой толщи на 
поверхности от единичной импульсной силы, приложенной в некоторой точке про-
странства. Как известно [Петухин, 1997; Katsuhiro et al., 1998], теоретический рас-
чет функции Грина возможен (при детальной изученности среды и грунтовых усло-
вий) на низких частотах до 1 Гц. Свыше 1Гц обычные теоретические методы расчета 
дают ненадежные результаты, либо вообще теряют применимость (рис. 4, fh = 1 Hz).

С другой стороны [Mavroedis et al., 2003], входные параметры сильных земле-
трясений, полученные с помощью аппроксимаций аналитическими функциями за-
писей сейсмических событий в ближней зоне, указывают на то, что диапазон пре-
обладающих частот воздействия fh колеблется, в основном, в пределах 0,1–0,9 Hz. 
Поэтому считаем, что данный пакет программ может быть использован в качестве 
инструмента оценки возможных последствий именно сильных движений (в ближ-
ней зоне). В дальнейшем предполагается при моделировании параметров коротко-
периодных колебаний на частотах выше 1–2 Гц применить стохастический подход 
и основанный на нем метод случайных колебаний.

Выводы

1. Графики (рис. 3) амплитудно-частотных характеристик расчетных акселе-
рограмм наглядно показывают прямую зависимость величины второго пика (мак-
симума) на спектральной кривой от параметра нелинейности. Иначе говоря, чем 
больше значения параметра нелинейности, тем больше «перекачивается» энергии 
(площади спектра) из области низких частот в область более высоких частот, и на-
оборот. При α = 0 спектры полностью совпадают друг с другом.

2. Графики (рис. 4) спектров расчетных акселерограмм указывают на следую-
щую зависимость проявления нелинейности среды в зависимости от частоты воз-
действия: при увеличении fh и одновременного увеличения амплитуды сигнала, ко-
торая зависит от частоты воздействия, наблюдается усиление «перекачки» площади 
спектра из области низких частот в более высокочастотную область, причем появ-
ляется уже не один, а несколько пиков на кривой спектра.
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